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Avant de commencer & résoudre un des exercices de ce fascicule, assurez-vous de bien identifier et connaitre
la partie du cours concernée. Il est conseillé de ne pas rester bloqué trop longtemps sur une question
(disons 15 minutes). Apres ce temps il est préférable d’aller lire la correction et de ressayer plus tard
sans la correction. Il est cependant fortement déconseillé de lire la résolution sans essayer au préalable
de résoudre soi-méme ’exercice. Pour rappel, certains des exercices ci-dessous se retrouveront dans les
sujets de partiel ou d’examen, il est donc attendu que vous sachiez tous les résoudre !




Exercices du chapitre 1

Exercice 1.1. Soit y : I — K une fonction dérivable, solution de I’équation différentielle suivante :

Y (t) + a(t)y(t) = b(t)

ol a,b: I — K sont des fonctions continues sur I. Montrer que y est de classe C! sur I.

Résolution. Comme la fonction y : I — K est dérivable sur I, elle y est en particulier continue et la
fonction t — b(t) — a(t)y(t) est donc elle aussi continue sur I et coincide avec y'. Ceci prouve que la
fonction 3’ est continue sur I, d’ott on déduit que y € C(I,K). O

Exercice 1.2. On se place dans le cas K = C et on considere I’équation différentielle linéaire normalisée
d’ordre 1 et de domaine R suivante :

Y/ (t) = 3y(t) = 9 (L.1)

Trouver une solution de cette équation qui vérifie la condition de Cauchy (4,0). En existe-t-il une autre ?

Résolution. On commence par résoudre 1’équation homogene associée :

y'(t) = 3y(t) =0

Les solutions de cette équations sont de la forme ¢t — ce®, avec ¢ € C. On cherche ensuite une solution

particuliere de ’équation générale grace la méthode de la variation de la constante, c’est a dire que 1'on
cherche une solution de la forme zo(t) = C(t)e3! ot t — C(t) est une fonction & déterminer. Si zg est
solution de (|1.1)) alors on a :

9 = 20(t) — 3z0(t) = C'(t)e".

Il faut donc que C’(t) = 9¢73 et donc C(t) = —3e~3! convient. On montre facilement que zo définie
par z(t) = C(t)e3® = —3 est solution de (on aurait pu deviner cette solution particuliere sans
calcul!). On sait d’apres le cours que la solution y de qui vérifie la condition de Cauchy (1,0) est
la somme de zo et d’une solution de 1’équation homogene associée, c’est & dire que y(t) = ce® — 3. On a
y(0) =i = c— 3, d’olt ¢ = 3 + i. Pour conclure, la fonction y : R — R, ¢+ (3 +i)e3’ — 3 est solution de
et vérifie la condition de Cauchy (,0) et c’est la seule d’apres le cours. O

Exercice 1.3. Décrire ’ensemble S des solutions de ’équation différentielle d’ordre 1 et de domaine R
suivante :

Y () +y(t) = te! (1.2)



Résolution. On commence par résoudre 1’équation homogene associée :

y'(t)+yt) =0
Les solutions de cette équation sont de la forme t — ce™t. Ensuite, on cherche une solution particuliere
de (|1.3) en utilisant la méthode de la variation de la constante, c’est & dire que I'on cherche une solution
de la forme z¢(t) = C(t)e™t, ot t — C(t) est une fonction & déterminer. So zg est solution de (1.3)), on a

te™! = 2(t) + 20(t) = C'(t)e " (1.3)

11 faut dont que C’(t) = t et donc C(t) = %tz convient. Réciproquement, on vérifie que la fonction
20 i t— %th_t est bien solution de ([1.3)). Enfin, on sait d’apres le cours que les solutions de (|1.3)) s’écrivent
comme la somme de la solution particuliere zy et d’une solution de I’équation homogene associée. On a
donc :

Szzo—l—{t'—»ce_t, ce]R}
O

Exercice 1.4. On se place dans le cadre K = C. Décrire I’ensemble des solutions de ’équation différentielle
de domaine R¥ suivante :

—iarctan(t)

t

e

Y0+ —ult) =

t2+1y

Résolution. Les solutions de I’équation homogene associée sont de la forme t +— ce=*2tan2(!) ayec ¢ € C (il
faut le vérifier). Ensuite, on cherche une solution particuliere de I’équation en utilisant la méthode de la
variation de la constante, c’est & dire que I’on cherche une solution sous la forme zq : t +> C/(t)e?aretan(t)
ottt +— C(t) est une fonction a déterminer. Si z est solution, on doit avoir C”(t)e~#aretan(t) — g—iarctan(t) /
On voit que C(t) = In(t) convient. Réciproquement, on montre que la fonction 2z : R¥ — C définie par
y(t) = e~?aretan(®) In(t) est solution de I'équation (il faut le vérifier). Comme, d’apres le cours, une solution
de I’équation est la somme de la solution particuliere zy et d’une solution de ’équation homogene associée,
on obtient que I’ensemble des solutions de notre équation est :

S = zp + {Cetarctan(t) ¢ C}.
O

Exercice 1.5. On se place dans le cadre K = R et on considere 1’équation différentielle d’ordre 1 et de
domaine | — 1, +oo[ suivante :

t+ 1)y +tyt) =t —t+1 (1.4)

Trouver une solution de cette équation qui vérifie la condition de Cauchy (1,1).

Résolution. Attention, I’équation (|1.4) n’est pas normalisée et on ne peut a priori pas appliquer les
résultats du cours en 1’état. Cependant, comme ¢ + 1 5 0 sur | — 1, 4+00[, on peut diviser par ¢t + 1 et y
est solution de (1.4) si, et seulement si, elle est solution de

t 2 —t+1
") + —y(t) = ————
v+ v t+1

11 suffit donc de trouver la solution de ([1.5)) qui vérifie la condition de Cauchy (1,1). On commence par
résoudre I’équation homogene associée a ((1.5)) :

(1.5)



Y ) + (e = 0

D’apres le cours, les solutions de cette équations sont de la forme ¢ — ¢(1 + t)e~* (Pour calculer une
primitive de t — %H, on peut remarquer que l%rt =1- %H) On cherche ensuite une solution particuliere
de I'équation générale grace la méthode de la variation de la constante, c’est a dire que 1’on cherche une
solution de la forme zo(t) = C(¢)(1 + t)e~" ol t — C(t) est une fonction a déterminer. Si zq est solution

de (1.1]) alors on a :

2 —t+1 t
——— =) + t)=C'(t)(1+t)e "
UL )+ ) = OO0 1)
11 faut donc que C'(t) = téfﬁ; el = (1 - Sﬁ) et. Comme la dérivée de t — t% est t — ﬁet, la
fonction C(t) = ef — 25 € convient. La fonction zq : t — C(t)(14t)e™* = t—2 est une solution particuliere

de . On sait d’apres le cours que la solution y de qui vérifie la condition de Cauchy (1,1) est la
somme de zg et d’une solution de I'équation homogene associée, c’est & dire que y(t) =t —2+c(1 +t)e™ .
Onay(l) =1=—1+2¢ doli ¢ = e. Pour conclure, la fonction y : R > R, t —t —2+ (1 +t)e! " est
la solution de qui vérifie la condition de Cauchy (1,1). O

Exercice 1.6. Le taux d’alcoolémie f exprimé en g.L~! d’une personne ayant absorbé, & jeun, une
certaine quantité d’alcool vérifie I’équation différentielle :

y'(t) +y(t) = ae™, (1.6)
ol a une constante qui dépend de la quantité d’alcool ingérée et de la personne et ¢ > 0 représente le
temps écoulé apres I'ingestion, exprimé en heures.
1. Exprimer f en fonction de t et a.

2. On suppose a = 2. Tracer le graphe de f, déterminer le taux maximal d’alcoolémie et le temps ou
celui-ci est atteint.

3. Donner une valeur du temps 7' (& I’heure pres par exces) au bout duquel le taux d’alcoolémie de
cette personne est inférieur & 0.5g.L 1.

Résolution.
1. On commence par résoudre I’équation homogene associée :

y'(t) +yt) =0
Les solutions sont de la forme ¢ — ce™*. On cherche ensuite une solution particuliere de ’équation (1.6])
en utilisant la méthode de la variation de la constante, c’est a dire en cherchant une solution de la forme
2o : t+— C(t)e " ou t — C(t) est une fonction & déterminer. Si zq est solution de ([1.6) alors on a :

ae”t = z{(t) + 20(t) = C'(t)e .

On doit donc avoir C’(t) = a et donc C(t) = at convient. Réciproquement, un calcul montre que zo(t) =
ate™? est bien solution de . Enfin, on sait que les solutions de s’écrivent comme la somme d’une
solution particuliere et d’une solution de 1’équation homogene associée. On a donc f(t) = ate™* + ce™*
ol ¢ est une constante & déterminer. Puisque la personne est & jeun & t = 0, on a f(0) = 0 et donc on
obtient ¢ = 0. Finalement, on a montré :

f(t) = ate™".

2. Sia =2, ona f(t) = 2te”t. On calcule f'(t) = 2(1 —t)e~" donc f est croissante entre 0 et 1 et
décroissante apres. On a f(1) = 2~ ~ 0.74. De plus lim; . f(t) = 0 par croissance comparée.



0.6

0.4

f(t)

0.2

3. On cherche a l'instant 7' > 1 a partir duquel :

f(t) =2te™" <0.5.
Comme f est décroissante sur [1,+o[, f(2) ~ 0.54 et f(3) ~ 0.29, on en déduit T = 3. O

Exercice 1.7. Soit I = R un intervalle et soient a,b € C°(I,K). On considere ’équation différentielle
d’ordre 1 et de domaine [ suivante :

Y () + a(ty(t) = b(t). (L.7)

Le but de cet exercice de donner une justification théorique au fait que la méthode la variation de
la constante vue en cours permet toujours de trouver une solution particuliere a I’équation (1.7]). Soit
A : I — K une primitive de a et définissons :

P:I?xK—-K, (sty)— yoe ) =AW,

1. Soit (s,y0) € I x K. Montrer que la fonction ¢ — P(s,t,y0) est une fonction dérivable sur I et est
solution de I’équation homogene associée & (1.7)). Que vaut P(s,s,yo)?

2. Soit (s,t) € I2. Montrer que I'application yo — P(s,t,90) est un isomorphisme linéaire de K et
calculer son inverse.

3. Soit (yo,t0) € K x I et supposons que zg est une solution de (1.7]) vérifiant la condition de Cauchy
(yo,t0). On définit A : ¢ — P(t,to, 20(t)). Donner une interpretation de la fonction A.

4. Montrer que A est dérivable sur I < R et calculer sa dérivée. En déduire ’expression de A puis de
celle de zg.

5. En déduire qu'une solution de (T.7) est de la forme ¢ — C(t)e~ 40 ®) ol t — C(t) est une fonction
dérivable sur I et A, est la primitive que a qui s’annule en .

Résolution.

1. Soit f :t+— P(s,t,y0). La fonction A est dérivable sur I, de dérivée a et t — yge! est dérivable sur R,
égale a sa dérivée. La fonction f est donc dérivable sur I comme composée de fonctions dérivables. On
calcule :

F1(8) + a(®)f(t) = —a(t)yoe =4 + a(t)yoe 4 = 0

Donc f est bien solution de I’équation homogene associée a (1.7). On remarque que P(s,s,yo) = yo.
Remarque : La quantité P(s,t,yo) s’interprete donc comme la valeur en ¢ de la solution de ’équation
homogene associée a (|1.7) qui satisfait la condition de Cauchy (yo, s).



2. On vérifie directement que yo — P(s,t,y0) est linéaire, d’inverse yo — P(t, s,yo)-

3. Si une solution de I’équation homogene associée & (1.7)) a pour valeur z(t) en ¢, quelle était sa valeur
en ¢y ? La réponse est A(t).

4. On a A(t) = zo(t)eA®O=At) En utilisant la régle de dérivation d'un produit et le fait que zo est
solution de (|1.7]), on obtient :

N(t) = 2 (£)eAD=AM) L g(1) 29 (t)eA D~ Al0)
(b(t) — a(t)zo(t)) eA DA L g(1) 29 (t)eA B~ Alto)
= b(t)eA(t)—A(to)

En utilisant A(tg) = zo(to) = yo par définition, on obtient A(¢) = o —|—S£O b(s)eA®)=Alo) ds. On en déduit :

t

2o(t) = A(t)eAt)—AD) _ Alt0)-A() (yo N J b(s)eAl)—Alt) ds)
t

0

t
— yoeA(to)—A(t) _"_J b(s)eA(S)_A(t) dS.

to

5. La fonction ¢t — A(t) — A(tp) est la primitive de a qui s’annule en ¢y donc coincide avec A;,. D’apres
la réponse a la question 4, on a

at) = Oty ®

ou C(t) = yo + Sﬁo b(s)eAw(®) ds.
O

Exercice 1.8. On se place dans le cadre K = R. Déterminer ’ensemble des solutions des équations
différentielles linéaires d’ordre 1 et de domaine R suivantes :

1. ty'(t) — 2y(t) = t3
2. t%y'(t) —y(t) =0

Résolution.
1. Supposons que 'on dispose d’une fonction y : R — R dérivable sur R et qui soit solution de ’équation.
En divisant par t sur R™ et R™, on voit que la restriction de y & RT et R~ est solution de

Y6~ 2y(t) = 7.

Les solutions des équations homogene associées sur RT et R~ (ces deux équations ont la méme forme
mais des domaines différents) sont de la forme ¢ — ct?. On cherche ensuite une solution particuliere de
ces équations en utilisant la méthode de la variation de la constante et on trouve z; : t — t* est solution
'équation sur R~ et z4 : ¢ — t3 est solution sur R*. On trouve donc qu'il existe C~ et C'* telles que :

() = B+C 2 sit<0
YW= 1042 sit>0

Réciproquement, pour tout C*,C~ € R, la fonction 3 : R — R définie par

() = B+ C7t? sit<0
S\ O sit>0



est dérivable et solution de I’équation. Ainsi, I’ensemble des solutions de 1’équation est :

3+ C7t? sit<0 -
Sz{t'_){t3+0+t2 §it>0° avec O, C GR}.

2. Soit  : R — R une fonction dérivable qui est solution de 1’équation différentielle. En divisant par ¢2
en dehors de 0, on voit que y est solution de :

Y1) — (1) =0

sur R~ et R™. On détermine ’ensemble des solutions de ces deux équations linéaires normalisées d’ordre
1, de domaine R* et R~ et on trouve que

() = e Vt sit <0
v = peVt sit>0

On a limy_,g+ pe~ "t = 0 alors que

4+ siA>0
limi e VP! —0 siA<0
=0 0 siA=0

Comme a on supposé que y est dérivable, elle est en particulier continue en 0 et donc A = 0. On a donc
prouvé qu’il existe p € R telle que :

71/t .
e sit>0
y(t) = { 0 sinon

Réciproquement, soit i € R et soit y : R — R la fonction définie par :

M0={W;

On montre facilement que y est dérivable sur R*. De plus, comme lim; _,o- ¢'(¢) = lim;_,g+ ¥'(t) = 0, on
en déduit que y est dérivable en 0 et que y'(0) = 0, d’apres le ” Théoreme de la limite de la dérivée”. On
peut maintenant montrer que y est solution de I’équation différentielle. On en déduit que I’ensemble des
solutions est :

UVt sit>0

sinon

—1/t .
S_{t’_){,ueo Slt>0,ueR}.

sinon



Exercices du chapitre 2

Exercice 2.1 (Caractérisation séquentielle de la continuité pour les fonctions vectorielles). Soit (E, | |)
un espace vectoriel normé, soit f : I — E et soit ty € I. Montrer que f est continue en ¢y si, et seulement
si, pour toute suite (¢,) qui tend vers tg, on a lim,_,« f(t) = f(to).

Résolution. Supposons que f est continue en ty. Soit (£,) une suite qui tend vers ty. On veut montrer
que f(t,) tend vers f(tg) c’est a dire que ||f(¢,) — f(to)| — 0 quand n — +00. Soit € > 0. Par continuité
de f en tg il existe par définition n > 0 tel que pour tout t; € I avec [t; —tg| <n, ona | f(t1)— f(to)] < e.
Comme t,, — tg quand n — 400, il existe par définition ng > 0 tel que pour tout n > ng on a |t, —to| < 7,
et donc [|f(tn) — f(to)| < e. Comme e était choisi arbitrairement, on a prouvé que f(t,) — f(to) quand
n — +00.

Pour la réciproque, on suppose par 'absurde qu'il existe ¢ > 0 tel que ¥n > 0 il existe ¢(n) € I avec
[t(n) — to] < n mais ||f(¢t(n)) — f(to)|| > . Par construction, la suite ¢, = t(1/n) converge vers to donc
on devrait avoir f(t,) — f(tp) mais on a aussi par construction |f(t,) — f(to)] > &, ce qui est une
contradiction. On a donc que f est continue en tg.

O

(tIn(t),t?) sit>0

(0 ())) §f—0 Est-ce que 'application f est continue?

Exercice 2.2. Soit f: R* — R2, t+> {

Résolution. D’apres un résultat du cours, pour montrer que f est continue, il suffit de montrer que ses
coordonnées dans la base canonique de R? sont continues. On a tIn(t) — 0 quand ¢t — 0% (en utilisant la
régle de I'Hopital par exemple) donc la premieére coordonnée est bien continue. De méme, t? — 0 quand
t — 0% donc la seconde coordonnée est aussi continue. On en déduit que f est continue sur R} . O

Exercice 2.3. Soit f : Rt — R? t (etz,\/f). Montrer que f est dérivable sur R} et calculer sa
dérivée. Est-ce que f est dérivable en 07

Résolution. D’apres un résultat du cours, pour montrer que f est dérivable sur R, il suffit de montrer

que les coordonnées de f dans la base canonique de R? sont dérivables. Les fonctions t — et et t NG
sont bien dérivables sur R et on a alors, toujours d’apres le cours :

/ o t? L
f(t) - (2te 72\/5)'

Par contre, la seconde coordonnée de f n’est pas dérivable en 0, donc f n’est pas dérivable en 0. O

Exercice 2.4. Soit £ = R,[X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur & n, muni de sa structure
de R-espace vectoriel.



1. Soit P € R, [X] et soit f: R — E, t — P(t- X). Montrer que f est continue.

2. Montrer que f est dérivable et exprimer sa dérivée en fonction du polynome P’.

Résolution.

1. Ecrivons P = S oar Xt Onaalors f(t) = Y,_, art’ X* et donc les coordonnés de f dans la base des
X* sont les fy : t — ayt’. Elles sont bien continues donc f est aussi continue.

2. Les f; sont aussi dérivables, de dérivée t — fa,t*~' si ¢ > 0 et 0 sinon. La fonction f est donc dérivable
et on a :

fit) = i I X =X i lag(tX)71 = X P'(tX).

=0 /=1
O

Exercice 2.5. Soit [ < R et soient A, B : I — M, (K) deux fonctions vectorielles & valeurs dans l’espace
des matrices carrées de taille n. On définit la fonction suivante :

P:I->R, t— A(t)B(t)
1. On suppose que A et B sont continues. Montrer que P est elle aussi continue

2. On suppose maintenant que A et B sont dérivables sur I. Montrer que P est aussi dérivable et
calculer sa dérivée.

Résolution.
1. Soient a;; : I — Ket b;; : I — K les coordonnées de A et B dans la base canonique de M, (K).
D,aprés la formule du produit matriciel, le coefficient (i,5) de P(t) est :

Poslt)i= 3 (b (0)
k=1

Ce qui veut dire que les P; j : I — K sont les coordonnées de P dans la base canonique. Si A et B sont
continues, les a; 1 et les by ; le sont aussi et donc les P; ; sont continues comme somme de produits de
fonctions continues. Ceci prouve que P est elle méme continue.

2. 51 A et B sont dérivables, les a; j, et les by, ; le sont aussi et donc les P; ; sont dérivables comme somme
de produits de fonctions dérivables. Ceci prouve que P est aussi dérivable. De plus, on a

Pli(t) = Y af u(8)br; () + ai (D)), (1) = (A'())B() + A®)B'(1)),
k=1

On a donc prouvé que

P'(t)= A (t)B(t) + A(t)B'(t).

Il est intéressant de remarquer que l'on retrouve la formule de la dérivée d'un produit d’une fonction a
valeurs dans K quand n = 1. O

Exercice 2.6. Soit f:]—1,1[— R?,t — ( 2t). Calculer Sé/g f(t) dt.

1
V1-t2’



Résolution. Par définition, on a :

1/2
0

1/2
£(t) ( V1—12 dt f 2t dt)

et donc

Jm F(t) dt = (arcsin(1/2),1/4) = (1/6,1/4).

)
O

Exercice 2.7. Soit F un espace vectoriel de dimension finie et soit F' < E un sous-espace vectoriel de
E. Soit f: I — E une fonction continue telle que pour tout ¢t € I, on a f(t) € F'. Montrer que :

b
Va,be I, J f(t) dte F.

Résolution. Soit eq,. .., e, une base de F' que 'on complete en une base B de F2. Comme pour tout ¢ € I,
on a f(t) € F, Pécriture de f dans B s’écrit f = >7_, f;(t)e; (les coordonnées de f sur les autres vecteurs
de B sont nulles). On a alors par définition :

Lbf (t) dt = i <Lb fi(t) dt) e;eF.

]

Exercice 2.8.

1. Soit A € M, (K) et soit P € GL,(K). Montrer que :

ePAPT — peApTl,
2. Soit A= |1 Y etsoit P=|? 1. Caleuler PAP.
- Soit A=, |etsoit P=11 alculer

3. En déduire la valeur de e4.
Résolution.
1. Par une récurrence immédiate, on montre que pour tout £ = 0, on a (PAP~!)* = PA*P~!. Ainsi

PAP LAY
Z Z P 0 P (Z o P
=0 —
On a alors
N _ N
PAP— 1)t At
| EALS  peapty - yp ( et Py
o 1
=0 £=0
N Ag
< 4 -1 —
<IPLIY 5 =M IP7 = 0
(=0

Ceci prouve bien que ePAP™ _ peAp—1, ]

10



2. On trouve que PAP~! = [(2) g]

3. On a vu en cours que (et il faut étre sir de savoir le refaire) :

0 €3

bl e

On en déduit de la formule vue en 1. que

o I
A 0 3" 510 3 e o C[2e2—e® 23
€= =P p=r [0 e? P= 2e3 — 22 2e3 — 2|

22—t +2 1—t 2 +1
2t—1) t*+2t—1 t21]'
Le but de cet exercice est de trouver ’ensemble des fonctions f : R — R? qui vérifient 1’équation
différentielle matricielle suivante :

Exercice 2.9. Soit A: R — M(R), t — [ ] et soit B: R — R?, t [

f1t) + A@)f(t) = B(t) (2.1)
? ﬂ Calculer pour tout ¢ € R la valeur de D(t) = PA(t)P~L.

2. Supposons que l'on dispose d’une solution f de (2.1). Montrer que la fonction g : t — Pf(t) est
solution 1’équation plus simple suivante :

R PSS M POR

3. En déduire une expression simple de g.

1. Soit P = [

4. Conclure.
Résolution. )
1 |tt+1 0
1. On trouve PA(t)P~* = [ 0 2l

2. On a ¢'(t) = Pf'(¢) (il faut savoir le prouver), donc si on multiplie (2.1)) par P, on trouve

s+ Paws - p| ] = |10

Et on conclut en remarquant, d’apres la question précédente, que PA(t)f(t) = D(t)g(t).

3. Soient g1, g2 : R — R les fonctions coordonnées de g dans la base canonique de R?, c’est & dire que
g(t) = (g1(t), g2(t)). D’apres la question précédente, on voit que g7 est solution de I’équation différentielle
linéaire d’ordre 1 suivante :

Y () + (E+ Dyt) =t* + 1 (2.2)
et que go est solution de I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 suivante :
y'(t)+ ([ +t)y(t) =0 (2.3)

3
En résolvant c’est deux équations, on montre qu’il existe A\, € R telles que ¢1(t) = X~ Tt 41 et
2

3
g2(t) = pe= 5%
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4. Comme g(t) = Pf(t) et que P est inversible (son déterminant vaut 1), on a alors f = P~1g, d’ou
on déduit :

_ [ 91(t) — g2(t)
1= [292(t) - 91(75)] '

Réciproquement, on montre que toutes les fonctions f de cette forme sont solutions de (2.1)
O

Exercice 2.10. Le but de cet exercice est de trouver I’ensemble des fonctions f : R — R qui vérifient
I’équation suivante :

fit)—f(=t)=0 (2.4)
1. Supposons que l'on dispose d'une solution f de (2.4) puis définissons g : t — 2(f(t) + f(—t)) et

go it %(f(t) — f(—=t)). Montrer que la fonction g : R — C, définie par

VieR, g(t) = g1(t) +iga(t)
est solution de 1’équation ¢'(¢t) — ig(t) = 0.
2. En déduire un expression de g.

3. Conclure.

résolution.

1. Cela découle d’un simple calcul en utilisant que f est solution de .

2. 1l s’agit de résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et de domaine R. En utilisant le
cours, on sait alors qu'il une constante A € C telle que g(t) = Ae'.

3. On a que f = g1 + g2 (c’est la décomposition en partie paire et impaire de f) puis g; est la partie
réelle de g et go est sa partie imaginaire. Si on écrit A = z + iy, on a alors g; = z cos(t) — ysin(t) et go =
xsin(t) +ycos(t) et donc f est de la forme a cos(t) + bsin(t) avec a = x +y et b = x —y. Réciproquement,
une fonction de la forme ¢ — a cos(t) + bsin(¢) est solution de ([2.4]) si et seulement si a = b. On en déduit
que ’ensemble des fonctions solutions de est 'ensemble {t — a(cos(t) + sin(t)) | a € R}. = O

12



Exercices du chapitre 3

2 _ _
Exercice 3.1. Soit A:]1,+0[— R, t — & ig B gi I? gi B ?

Dans cet exercice, on se propose de trouver la solution du systeme différentiel de rang 2 et de domaine
11, +oo[ suivant :

et soit B :|1,+o0[— R, t — 19t].

Y'(t) + A(t)Y (t) = B(t)

et qui vérifie la condition de Cauchy ([(1)] ,0).

—t -1
1. Soit P = [3 (1)] Montrer que P~1A(t)P = [ Ot 1]. On note D(t) cette derniere matrice.
—
2. Sit+— Y(t) est solution, trouver la valeur de P~1Y (¢) en utilisant la question précédente.
3. Conclure.

4. A votre avis, pourquoi a-t-il été plus facile de trouver P~'Y que Y directement ?

Résolution.
1. I1 suffit de calculer. Attention aux étourderies!

2. Soit Z : t — P~1Y (t). D’apres la question précédente, on voit que Z est solution du systeéme différentiel
suivant, plus simple :

Z'(t)+ D(t)Z(t) = B(t)

1l Soient z1, 29 :]1,4+0[ les coordonnées de Z dans la base

canonique de R?, c’est & dire Z(t) = (z1(t), 22(t)). Le systéme précédent se récrit :

et vérifie la condition de Cauchy Z(0) = [O]

21(t) —tz1(t) + —22(t) =0

25(t) + 2(t)=1—1t

1—1t
On peut commencer par trouver z; en utilisant le premier chapitre du cours et on obtient z5(t) = 1 — ¢2
(on a utilisé la condition de Cauchy z2(0) = 1). L’équation donnant z; devient alors en remplagant zo
par son expression :

2(t) —tz(t) =112

On obtient cette fois-ci 21 (t) = ¢, d'ott Z(t) = (¢,1 — t2).
3. Finalement, on en déduit :
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Y(t)—PZ(t)—[ 2t ]

2t +1—t?
O
a b ¢
Exercice 3.2. Soit A= |0 a b| e M3(K). Trouver les solutions du systeme différentiel de rang 3 et
0 0 a
de domaine R suivant :
Y'(t) + AY (t) = 0
0 1 0 0 0 1
Résolution. Soit B = [0 0 1. Un calcul montre que B2 = |0 0 0] et que pour tout n > 3, on
0 0 0 0 0 0

a B" = Opz, (k). On peut donc écrire A = alz + bB + cB?. En utilisant le fait que I’exponentielle de la
somme de matrices qui commutent est le produit de leur exponentielle, on a

exp(—tA) = e " exp(—tbB) exp(—tcB?)

De plus, on calcule que exp(—tbB) = I3 — tbB + #BQ et exp(—tcB?) = I3 —tcB?. On obtient donc que

t2b?
exp(—tA) = e " (13 — thB + 232) (I3 — teB?)

202
Ca 1 —tb 5 tc
=e¢ 7|10 1 —tb

0 0 1

Ainsi, en utilisant la formule du cours pour les solutions d’un systeme différentiel scalaire, on a qu’une
solution Y : R — K" telle que Y (0) = (v, 8,7) s'écrit :

1 —tb £v e
2
Y(t) = exp(—tA)Y(0) =ae ™ |0 +Be ™| 1 | +ye '@ b
0 0 1

O

Exercice 3.3 (Unicité des solutions dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz). On consideére le systéme
différentiel de rang n, de domaine I < R et & valeurs dans K" suivant :

Y'(t) + A#)Y (t) =0 (%)

ou A : I — M,(K) est continue. Dans cet exercice on se propose de montrer qu’il existe au plus une
solution de (*) vérifiant une condition de Cauchy donnée (c’est la partie unicité du théoreme de Cauchy-
Lipschitz).

1. Soient a,b € I, soit Y : I — R une solution de (*). Montrer qu’il existe My, My > 0 tels que :
Vie{l,---,n} sup |y;(t)] < M,

tela,b]

et
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Vi,je{l,---,n} sup |a;;(t)] < Mo
te[a,b]

Ot les y; et les a;,; sont les coordonnées de Y et A dans les bases canoniques de K" et M, (K).

2. Supposons qu'il existe ¢y € [a, b] tel que Y (¢g) = Ogr. Montrer que

et en déduire que pour tout k > 0, on a

[t —to|"
K

3. Toujours en supposant que Y'(tg) = 0, montrer en utilisant la question précédente que pour tout
t € [a,b], on a Y(t) = 0.
4. En déduire que s’il existe tg € I tel que Y (tg) = 0 alors Y = 0.

Vie{1,---,n}, Vte[a,b] |yi(t)] < Min*M¥

5. Conclure qu’il existe au plus une seule solution de (%) vérifiant une condition de Cauchy donnée,
c’est a dire que si Y1,Ys : I — K" sont deux solutions de (x) telles que Yi(tg) = Ya(tg) alors
Y =Y.

Résolution.
1. Les fonctions vectorielles t — A(t) et t — Y () sont continues. D’aprés un résultat du chapitre 2, cela
entraine que leurs coordonnées dans les bases canoniques sont aussi continues. Le résultat découle alors
du fait qu'une fonction & valeurs dans K et continue est bornée (et atteint ses bornes) sur un segement.
2. Pour la premiere partie de la question, il suffit d’intégrer I’équation (=) et la deuxiéme partie s’obtient
par récurrence sur k en utilisant les bornes de la question précédente.
3. On rappelle que pour tout a € R, on a O‘k—]: — 0 quand k — +00. (il faut savoir le prouver, par exemple
en remarquant que le quotient de termes successifs de cette suite est | 1 a partir d'un certain rang, ce
qui veut dire que la suite est asymptotiquement sous-géométrique). On déduit donc de la borne de la
question précédente que pour tout i € {1,--- ,n} et tout t € [a,b] on a y;(t) = 0 et donc Y () = 0.
4. Soit t € I. Pour montrer que Y (¢) = 0, il suffit d’appliquer la question précédente avec a =ty et b = ¢.
On a bien [tg,t] qui est contenu dans I puisque I est un intervalle.
5. 1l suffit d’appliquer la question précédente & Y (t) = Y1(¢) — Ya(t) qui est bien solution de (x) par
linéarité et qui vérifie Y (t9) = Yi(to) — Ya(to) = 0.

O

Exercice 3.4. On considere le systeme différentiel de rang n et de domaine I < R suivant :

Y(t) + AQY (1) = B(t), (%)

et on suppose qu’il existe un sous-espace vectoriel F' < K™ tel V¢t € I, A(t)F < F et B(t) < F. Montrer
que si t — Y'(¢) est une solution de I’équation ci-dessus telle Y (¢g) € F pour un to € I alors Vi € I, on a
Y (t) € F. On pourra considérer avec profit la matrice P d’un projecteur sur un supplémentaire G de F'
parallelement a F' et comparer Y et PY.

Résolution. Les hypotheses impliquent que PA(t) = PA(t)P et PB(t) = 0. Ceci veut dire qu’en multi-
pliant (#) par P, on trouve que ¢t — PY (t) est solution de

Z'(t)+ PAZ(t) = 0.

De plus, comme Y (to) € F, on a en aussi PY (tg) = 0 et donc par unicité de la solution, on trouve donc
que VYt € I, PY (t) = 0, c’est a dire que Y (¢) est contenu dans F. O
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Exercice 3.5. Résoudre sur R le systeme différentiel suivant :
y1(t) — 6y1(t) — 3ya(t) = —3t + 4e’*
yh(t) + 4y1(t) + ya(t) = 4t — 4e

-6 -3

Si on définit A = [ 4 1

], on pourra calculer PAP~! avec P = [11 ﬂ

Résolution. Ceci revient a résoudre le systeme différentiel scalaire suivant :

, —3t + 4e™
v+ av(o - | o

On suit les trois étapes du guide de résolution fournit dans le cours.
1. On commence par calculer les solutions du systeme différentiel homogene associé en utilisant 1’expo-
nentielle des matrices. Un calcul montre que :

4 [-3 0
par - [20)

et donc

3t 3t 2t 3t 2t
—tA _ p-1]€ 0 | 4et —3e 3et — 3e
€ =P [ 0 th] P= [—4€3t +4e?t 33t + 42t

On en déduit que les solutions du systeme différentiel homogene associé sont de la forme :

Y(t) =e A [x] _ [3(17 +y)e* + (4z + 3y)63t] _ [ e3t — 3pe?t

Y 4(x + y)e?t — (4z + 3y)e® —Ae3t + 4u62t] » ApeR.

2. On utilise maintenant la méthode de la variation de la constante, c’est a dire que 'on cherche une
solution particuliere Zy du systeme différentiel sous la forme

Zo(t) = e HAC(1)

out— C(t) = [zg t;] est une fonction a déterminer. En injectant dans le systeme différentiel, on voit

que pour étre solution, C doit satisfaire :
—3t + 4e3t _ 4
() = e [ 4t — 4e3t ] =r [te%]
On pose alors
1 4t
c(t) - P! oo

et on obtient :

2 4

30 At 4te3t + 3+ 3
Z — —tA _ P71 € _ 2 1
O(t) € C(t) 0 th_ ( t 1 )672t —4tedt — 9ot — 1
Réciproquement, il faut montrer que Zy comme défini ci-dessus est bien une solution particuliere du
systeme différentiel.
3. D’apres le cours, les solutions s’écrivent comme la somme d’une solution du systéme différentiel ho-
mogene associé et de la solution particuliere Zy trouvée ci-dessus, ainsi :

et — 3ue?t 4tedt + % + %
S = {t ~ [)\eSt +ape2t| T —agert —op |0 MHER
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Solution alternative. On peut aussi procéder de la facon suivante : Si Y : I — R? est solution du
systeme différentiel, alors Z : ¢ — PY(¢) est solution du systéme différentiel :

Z'(t) + [03 _02] Z(t) = PB(t).

Dénotant par z1, 2o les coordonnées de Z, ceci est équivalent a :

{ 24 (t) — 321(t) = 4e3t
2h(t) — 229(t) =t

On peut résoudre indépendamment ces équations différentielles pour obtenir qu’il existe A\, u € R telles
que :

z1(t) = Ae®t + 4te3t
2p(t) = pe* + —L — 1
Enfin, on trouve Y en multipliant Z par P~!, ce qui redonne le résultat :

1 —3] [zl(t)] _ [ Ae® — 3pe? + 4te3t 4 3L 4 3 ]

_ p—1 —
Y(t) =P 2() = [—1 4 || 2(t) —e3t 4 dpe?t — 4tedt — 2t — 1

O

Exercice 3.6. Trouver les solutions définies sur R a valeurs dans R du systeme d’équations différentielles
suivant :

{ Y1 (t) —yi(t) —2y2(t) =t
Yo (t) +4yi(t) + 3y2(t) =0
Si on définit A = | 1 T2 leuler P-1AP avec P = | 1
1 On denni = 4 3 s on pOurra calculer avec = _1 - ’L Z _ 1 .

Résolution. Un calcul montre que

s 14200
P AP[ 0 1—2i]

On résout le systeme différentiel suivant :

Y/(t) + AY () = [8]
1. D’apres le cours, les solutions du systeme différentiel homogene associé sont de la forme

A — ) cos(2t) + (A + p) sin(2t)

2p cos(2t) — 2A sin(2t) »Apet
2. On chercher maintenant une solution particuliere avec la méthode de la variation de la constante, c’est
a dire que ’on cherche une solution Z; sous la forme

Y(t)=e Yy =et [(

Zo(t) = e t4C(2)

o1 C : R — R? est une fonction & déterminer. Pour que Zy soit solution, il faut que

, A t B tet(l-‘r??’,) 0 = 1
Clt) =e [0] P[ 0 et—20) [P |

11 suffit alors de poser
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(%_ liQ)et(H-Qi) 0 S
C(t) = Pl 1+2 (1+O2) ( ) X )et(pzz‘) p-1 [0]

1-2i  (1-2i)2

et donc on obtient

_t L 0 1 1 3t 1
Zo(f) _ eftAC(t) -p 1+2¢ 0(1+21) . X Pfl [O] _ (tAfl . A72) [0] _ [_54t 258]
5

1—2i  (1—29)2 + 35

3. Finalement, puisque les solutions sont la somme d’une solution du systeéme différentiel homogene
associé et de la solution particuliere Zy, on obtient :

_ Ly (A= ) cos(2t) + (A + ) sin(2t) + 2L
5= {t [ 2pcos(2t) — 2Asin(2t) + — ¢ + = Anet

Pour qu’une telle solution soit réelle, il faut et il suffit que A, u € R.
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Exercices du chapitre 4

Exercice 4.1. Soient p,q € C et supposons que A := p? — 4q s’annule (le cas ol A # 0 a été traité
en partiel). Le but de cet exercice est de redécouvrir les formules du cours qui donnent les solutions de
I’équation différentielle suivante :

y'(t) +py'(t) + qu(t) =0 (E)

ou y' et y” dénotent les dérivées premieres et secondes de y. On dénote par Sy < F(R,C) I'ensemble
des solutions de a valeurs dans C et définies sur R, c’est a dire ’ensemble des y : R — C deux fois
dérivables qui vérifient . Comme on a supposé A = 0, le polynéme X? + pX + ¢ possede une seule
racine complexe de multiplicité 2 que 1'on dénote par r.

1. Montrer que 72 = g et 2r = —p.

2. Supposons que l'on dispose d’une solution y de et posons f(t) = y'(t) — ry(t). Montrer que f
est dérivable et qu’elle est solution de I’équation différentielle suivante :

ft)—rf(t)=o0. (E1)

3. Soit tg € R. En résolvant ’équation (£;)) donner l'expression de f(t) en fonction de ¢, de y(to) et
de o/ (to).
4. En déduire 'expression de y(t) en fonction de ¢, de y(¢o) et de y'(¢o)-

5. En déduire que pour tout (yo,y1,t0) € C? x R, il existe une unique solution z de qui vérifie
z(to) = yo et 2'(to) = y1.
6. Montrer que Sy est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de F(R,C) et en donner une base.

Résolution.

1. On a X2 + pX + ¢ = (X —r)?. On obtient le résultat en développant le polynome de droite et en
identifiant les coefficients avec ceux du polynome de droite.

2. Ona f'(t) = y"(t) —ry'(t) donc f'(t) —rf(t) = y"(t) —2ry'(t) + r?y(t) = 0. La derniére égalité découle
de la question précédente et du fait que y est solution de .

3. On a d’apres le cours f(t) = f(to)e" %) = (y/(tg) — ry(to))e t—10).

4. On peut retrouver y a partir de f en résolvant I’équation différentielle y'(t) —ry(t) = f(t). Pour résoudre
celle-ci, on peut utiliser soit la méthode de la variation de la constante soit la formule de Duhamel et
dans les deux cas on trouve :

y(t) = ((t — t)(y/(to) — ry(to)) + y(to)) &',

5. Pour l'existence, il suffit d’utiliser la formule de la question précédente et pour I'unicité, la formule
précédente montre qu'une solution est completement déterminer par sa valeur et la valeur de sa dérivée
en un temps &g.
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5. Il faut commencer par montrer que Sy est un sous-espace vectoriel. Ensuite, soit ® : Sy — C?,y —
(y(t0),y (to)). Cette application est linéaire et la question précédente montre qu’elle est a la fois injective
et surjective, il s’agit donc d'un isomorphisme linéaire et en on déduit que dime(Sy) = dime(C?) = 2.
Une base est {t — e, t — te"}.

Exercice 4.2. Trouver les fonctions y :]0, 7[— R qui satisfont ’équation suivante :
y"(t) + y(t) = cotan(t)

Résolution. On commence par décrire ’ensemble des solutions de 1’équation homogene associée, ce qui

nous est donné par le cours. On sait qu'une base de I’ensemble S des solutions de cette équation homogene

associée est {cos(t),sin(t)}. Ensuite, on cherche une solution particuliere 2o :]—7, 5[~ R de cette équation

sous la forme zo(t) = ¢1(t) cos(t) + ea(t) sin(t) on
Alt) [28} = [cotz?n(t)]’ ol A(t) = [C:f}g?t) Zg;((?)] :
Comme det(A(t)) = 1, la matrice A(t) est inversible et on trouve :
[28] =A™ [cotz?n(t)] B [Z?r?((:)) _czls?g)] [cotz?n(t)] - [ml(t)coss(i)l(t)]

Il suffit alors de prendre ¢1(t) = —sin(t) et c2(t) = In(|tan(%)|) + cos(t). Finalement, les solutions de
I’équation de la forme

t
t — ¢y cos(t) + (cz + In(| tan(2)|> sin(t) avec ¢1,¢q € R.

O

Exercice 4.3. Trouver une fonction deux fois dérivable y : R — R telle que y(0) = ¢/(0) = 0 et qui
vérifie I’équation différentielle suivante :

y'(t) =3y (t) +2y(t) =" —t —1

En existe-t-il une autre ?

Démonstration. On a A = 1 et les racines du polynéme caractéristique sont 1 et 2 donc le cours nous
donne directement une base de solution de I’équation homogene associée {t — e, t > e?*}. Pour trouver
une solution particuliere zy, on utilise la méthode de la variation de la constante, c’est & dire que 1'on
cherche zy sous la forme

ZQ(t) =C1 (t)et + Cg(t)ezt,

4Gl 1t N R R e

comme det(A(t)) = €3, la matrice A(t) est inversible et on trouve

g 2]

avec

On peut donc choisir
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a®)] _[ —@+t)et—t
)] et + (BE)e
et finalement, on obtient notre solution particuliere

t 5
t)=el —te! — = — —.
201 -
Pour trouver la solution y qui vérifie la condition de Cauchy ((0,0),0), on écrit que y est la somme d’une

solution de I’équation homogene associée et de notre solution particuliere zg

t 5
D) = crel +eoet _ et L2
y(t) = cre’ + coe e 5”1
et on doit avoir
HEINR
1 2 (&) 5
ce qui implique
1| 1
C2 i
et finalement, on a
1 t 5
el 22t et L2
y(t) = e + 1€ ¢ =51
O
Exercice 4.4. Trouver les fonctions y : R — R qui satisfont ’équation différentielle suivante :
" / 672t
t)y+4y (t) +4dy(t) = ——
) + 49 (0) + 4y(t) = -y
Résolution. On a A = 0 et le polynéme caractéristique a une unique racine r = —2 de multiplicité

2. Une base de l’ensemble des solutions de I’équation homogene associée est alors donnée par {t —
e 2t > te?'}. On cherche ensuite une solution particuliere 2o de '’équation sous la forme zo(t) =
c1(t)e™ + ca(t)te ™, ot

ol J8]-[ ] a0 55 ]

1+¢2

comme det(A(t)) = e~4, la matrice A(t) est inversible et donc
—t
a0 -ao] | - 5]
c2(t) e Evss

[cl(t)] _ [—éln(l +t2)]

On peut donc choisir
ca(t) arctan(t)
nous avons donc trouver une solution particuliere

1
20(t) = 5 In(1 + t?)e 2" + arctan(t)te .

Comme toute solution s’écrit comme la somme d’une solution de I’équation homogene associée et de notre
solution particuliere, on a prouvé :
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1
S = {t — (c1 —5 In(1 + %) + cot + arctan(t)t) e 2 ¢l e € }R}
O

Exercice 4.5 (Abaissement de I'ordre pour les EDL d’ordre 2). Le but de cet exercice est de vous faire
découvrir une astuce permettant de trouver les autres solutions d’'une EDL, méme non scalaire, quand
on en connait déja une. C’est une technique tres utile et j’attends de vous que vous sachiez la réutiliser
(si vous voyez ce que je veux dire...). On considére ’équation suivante :

a(t)y"(t) + b(t)y'(t) + c(t)y(t) = f(t)
et supposons que l'on dispose d’une solution particuliere zo(t) de 'équation homogene associée.
1. A quelle condition sur z(¢) la fonction ¢ — z(¢t)zo(t) est solution de I’équation ?

2. Que vous inspire la réponse a la question précédente ?

Résolution.
1. En injectant z(t)zo(t) dans I’équation et en utilisant que zp en est une solution de I’équation homogene
associée, on voit qu’il faut que 2'(¢) soit solution de 'EDL d’ordre 1 non normalisée suivante :

a(t)y'(t) + BH)y(t) = f(t)

a(t) = a(t)zo(t), et B(t) = 2a(t)z(t) + b(t)z0(t)

2. Nous avons vu dans le cours que les EDL d’ordre 2 ont toujours des solutions mais nous ne savons
pas les expliciter en regle générale. La question précédente nous indique cependant que ceci devient pos-
sible, méme dans le cas non scalaire, des lors lors qu’on dispose d’une solution particuliere de I’équation
homogene associée car on peut se ramener a la résolution d’une équation d’ordre 1, que 1'on sait explici-

tement résoudre d’apres le chapitre 1 du cours.
O

Exercice 4.6. On considere I’équation différentielle suivante :

(2t + 1)y"(t) + (4t — 2)y/'(t) — 8y(t) = 0
1. Donner une condition sur a pour que t — e soit solution de I’équation.

2. En utilisant la technique de I'abaissement de ’ordre vu dans I’exercice précédent, déterminer les
autres solutions.

Résolution.
1. Si t — e® est solution, on doit avoir

(2t + 1)a? + (4t — 2)a — 8 = (202 + 4a)t + a* — 20— 8

Or, une fonction de la forme ¢ — at + b ne s’annule sur R que si a = b = 0. On doit donc avoir a = —2.
On vérifie que ¢ — 2! est bien solution.

2. Soit z une solution quelconque de notre EDL et posons y(t) = z(t)e?’. En appliquant la méthode de
l’abaissement de 1’ordre, on voit que y’ doit étre solution de

(2t 4+ 1)f'(t) — (4t +6)f(t) =0
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Il s’agit d’'une EDL d’ordre 1 non normalisée. Comme la fonction ¢ — 2t + 1 s’annule en ¢ = —%, on
introduit les intervalles I; =] — o0, —3[ et I =] — 3, +00[. On doit avoir que la restriction de ¥’ & I; ou
15 est solution de ’EDL normalisée :

£~ 5y f0) =0

et on en déduit, en utilisant la méthode de résolution des EDL d’ordre 1, qu’il existe A1, Ao € R telles que

(2t +1)2 sit<-—1
t+1)% sit> —% (4.1)
Comme une primitive de t — (2t + 1)%e?! est ¢t — (2t2 + 1)e!, on a donc qu'il existe 1, co € R tel que

{ y'(t) = Me*
y'(t) = Aoe®(2

2
y(t) = M2+ 1)+ sit< -1
{ y(t) = Xoe? (2 + ;) toey sit> —% (4.2)

d’ott on déduit que

2(t)= M2+ +ce? sit< -1
— 2 1 —2t 1 (4.3)
2(t) = A2(2t° + 3) + cze sit>—3
De plus, comme z est deux fois dérivable, elle est en particulier continue et sa dérivée est continue et on
doit avoir

{)\1+01€ = A+ coe (4.4)

)\1 — 2(316 = /\2 - 2626

Ceci implique que ¢; = ¢y et A} = \g. Réciproquement, on vérifie quune fonction ¢ — z(¢t) définie par
2(t) = AM(2t? + 1) + ce™? avec A, c € R est deux fois dérivable et solution de

(2t + 1)y" (¢) + (4t — 2)y'(t) — 8y(t) = 0.
En particulier, I’ensemble des solutions est de dimension 2.
O

Exercice 4.7. Soit P = X" + ZZ;S arX* € C[X]. On suppose que P admet n racines distinctes et
considérons 1’équation différentielle suivante :

n—1
y™ 4+ Z ary® =0
k=0
1. Donner une base de I’ensemble des solutions a valeurs dans C de cette équation.
2. A quelle condition sur les racines de P est-ce que les solutions sont bornées sur R? et sur R ?

Résolution.

1. Si r est une racine de P alors y : t — €™ est solution de I’équation, ceci donne n solutions, une pour
chaque racine de P. De plus, une famille {t — e*i'},c; est libre dans F(RR, C) dés lors que les \; sont deux
a deux distincts. Enfin, on sait que I’ensemble des solutions S est de dimension n. On peut donc conclure
qu'une base de S est formée des ¢ — €!” ol r parcourt I’ensemble des racines de P.

2. Pour que les solutions soient bornées sur R il faut et il suffit que les racines de P soient de partie réelle
nulle. Pour que les solutions soient bornées sur R, il faut et il suffit que les racines de P soient de partie
réelle négative.

t

O
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